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MATHEMATICS 
EIN EINHEITLICHES VERFAHREN ZUR DEFINITION VON 
ABSOLUT- UND BEDINGT-KONVERGENTEN INTEGRALEN. II 
VON 
J. RIDDER 
(Communicated at the meeting of September 26, 1964) 
§ 4. Definition. Unter den in Definition B von § 1 gemachten 
Annahmen sei 
F[o][f; {2([io], Eo; T}]=obere Grenze aller Werte der mehrdeutigen 
Riemann-Summe F[f; {2([io], Eo; T}], 
und 
F[u][f; {2([io], Eo; T}] =untere Grenze der Werte von F[f; {2([io], Eo; T}]. 
Zu Folgen EO(l) ~ ... ~ Eo(k) ~ ... und 2(U) [in] :::> ... :::> 2((k) [in] :::> ... gibt 
es also obere und untere Grenzen, ffir die: 
F[o][f; {2((1) [io], EoU); T}] ~ ... ~ F[o][f; {2((k) [io], Eo(k); T}] ~ ... 
und 
F[u][f; {2(U) [io], EoU); T}] ~ ... ~ F[u][f; {2((k) [io], Eo(k); T}] ~ .... 
Gibt es endliche F[o] und F[u], so seien das obere und das untere allge-
meine Riemann-Integral von f in bezug auf Tuber io bzw. definiert durch: 
Jio f dT=untere Grenze aller F[o][f; {2([io], Eo; T}] 
und 
JiofdT=obere Grenze aller F[u][f; {2([io],Eo;'l'}], 
woraus dann leicht, nebst ihrer Endlichkeit, folgt: 
Jio f dT~lio f dT. 
Auch gibt es dabei Folgen EO(l) ~ ... ~ Eo(k) ~ ... , mit jedem Eo(k) ~ E 
(E wie in § 1, Bem. 2), und 2(U)[io]:::> ... :::> 2((k) [io] :::> ... , mit 
(18) fio f dT=lim F[o][f; {2((k) [io], Eo(k); T}] 
und gleichzeitig 
jio f dT =lim F[u]Ef; {2((k) [io], Eo(k); T}]. 
Theorem 6. Notwendig und hinreichend zur Existenz von Jio f dT 
ist Existenz und Gleichheit der oberen und unteren Integrale; dabei ist 
dann 
Jio f dT= Jio f dT= Jio f dT. 
Satz. f sei endlich in io = (a, b); c E (a, b), i1 - (a, c), i2 _ (c, b). Die 
Riemann-Klassen 2([io] und 2([i1] mogen fur die (inneren) Punkte von 
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il dieselben in il liegenden Umgebungen, ~[io] und ~[i2] fiir die (inneren) 
Punkte von i2 dieselben in i2 liegenden Umgebungen haben. i(a) sei 
dasselbe fiir ~[io] und ~[id, i(b) dasselbe fiir ~[io] und ~[i2], wahrend 
i(c) dasselbe sei in ~[io], ~[il] und ~[i2]' und willkiirlicher Einschrankung 
fiihig sein solI. AuBerdem sei i(a)·i(c)=i(c).i(b)=O. Gibt es nun, fiir T 
wie in § 1 und eine Menge Eo von endlich vielen Punkten x E io mit 
T[{x}] =1= 0, endliche F[o][f; {~[ij], Eo·ij ; T}], F[u][f; ~[ij], Eo·i j ; T}] ent-
weder fiir j = ° oder fiir j = 1 und 2, so laBt sich bei positivem 'fj i(c) derartig 
klein wahlen daB 
F[o][f; {~(io),Eo ;T}] = F[o][f; {~(il),Eo ·il ;T}] + F[o][f; {~(i2),Eo' i2 ;T}] + 
+/(c).T[{c}]+(h mit I(hl<'fj, 
und 
F[u][f; {~(io),Eo ;T}] = F[u] [f; {~(il),Eo ·il ;T}] + F[u][f; {~(i2),Eo ·i2 ;T}] + 
+/(c).T[{c}]+82 mit 1821<'fj. 
Der Beweis ist evident 15). 
Anwendung dieses Satzes fiihrt wieder, in einfacher Weise, zu Theorem 
3 und den auf Theorem 3 folgenden Bemerkungen. 
Definition. 1st CA die charakteristische Funktion einer Teilmenge A 
von io, so sei das allgemeine auf3ere T-Maf3 von A, ,ua,T(A), gleich dem 
oberen allgemeinen Riemann-Integral von CA in bezug auf T iiber io: 
,ua,T(A) = Sto CA dT, 
und das allgemeine innere T-Maf3 von A, ,ui,T(A), gleich dem inneren 
allgemeinen Riemann-Integral von CA in bezug auf T iiber io: 
,ui,T(A) = lio CA dT. 
15) Auch leitet man in analoger Weise folgende Behauptung ab: Existiert das 
allgemeine Riemann-Integral f(p,q>i dT, ist P;£ Pl <ql ;£ q mit T[{pl}]=O, 
T[{ql}]=O falls P *' Pl bzw. q *' qlo so gibt es zu positivem 'YJ eine Menge Eo von 
endlich vielen Punkten x E i o, mit T[{x}] *' 0, und eine Riemann-Klasse \l([(p, q)], 
bei welcher aus x E (p, q) und i(x) E \l([(p, q)] folgt i(x) ~ (p, q), fUr die gilt: 
o ;£ F[o] [f;{\l([(p, q)], Eo;T}]-F[u][f;{\l([p, q)], Eo;T}]<'YJ. 
Bei Bildung von Riemann-Klassen fUr (p, Pl), (Pl, ql) und (ql, q) sollen die Um-
gebungen der (inneren) Punkte dieser drei Intervalle aus den diesen Punkten in 
\l([(p, q)] zugewiesenen Umgebungen durch Produktbildung mit den resp. Intervallen 
entstehen. Die Umgebungen i(p), i(Pl), i(ql) und i(q) in \l([(p, q)] lassen sich auJ3erdem 
fUr die neuen Riemann-Klassen derartig einschriinken, daJ3 
F[o][f;{\l([(p, q)], Eo; T}H'YJ/2 ;;;; F[o][f; {\l([(p, Pl)], Eo'(p, Pl); T}H 
+F[o][f; {\l([(pl, ql)], Eo' (Pl, ql); T}] + F[o][f ; {\l([(qlo q)], Eo' (ql, q); T}] ;;;; 
;;;; F[u][/; {\l([(p, Pl)], ... }]+F[u][f; {\l([(Pl, ql)], ... }]+F[u][/; {\l([(ql, q)], ... }] 
;;;; F[u][f; {\l([(p, q)], Eo; T}]-'YJ/2 
ist, wodurch 
und gleichartige Relationen fUr (p, Pl) und (ql. q) existieren. Vergl. FuJ3n. 7bis• 
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Existiert iio CA dT, so definiere es das allgemeine T-Maf3 von A,,uT(A). 
Aus Definition und Theorem 6 folgt das 
Korollar: a) Aus A ~ io folgt ,ui,T(A)=T(io)-,ua,T (io-A); b) Not-
wendig und hinreichend zur Existenz des allgemeinen T-MaBes ,uT(A) 
einer Teilmenge A von io ist die Gleichheit der allgemeinen auBeren und 
inneren T-MaBe von A. 
Satz. Aus A C B ~ io folgt: 
,ua,T(A) ~,ua,T(B), 
also auch 
T(io) - ,ua,T(A) ~T(io) - ,ua,T(B) oder ,ui,T(io -A) ~,ui,T(io - B). 





mit mi,T(A) das innere Lebesgue-Stieltjessche T-MaB von A. 
Beweis. Zu positivem s gibt es eine ofl'ene Teilmenge Q von io mit 
A ~ Q und mT(Q)<ma,T(A)+s. 
Nach § 3, E. mit Bemerkung ist 
,uT(Q) = mT(Q). 
Also: 
woraus (19) folgt. 
Korollar. Jede im Lebesgue-Stieltjesschen Sinne T-meBbare Teil-
menge A von io hat auch ein allgemeines T-MaB; dabei ist 
,uT(A)=mT(A) 15*). 
§ 4bis• Definition *. Bei Existenz der nachfolgenden oberen und 
unteren Integrale in bezug auf G und Igl seien das obere und untere allge-
meine Riemann-Integral von f in bezug auf ifJ uber io definiert durch: 
fio f difJ= Sio f dG-iio f dlgl 
bzw. 
1io f difJ= 1io f dG-Sio f dlgl· 
Theorem 6 *. Notwendig und hinreichend zur Existenz von iio f difJ 
(Def. D) ist die Existenz eines gemeinsamen Wertes von fiO f difJ und 1io f difJ. 
15*) Dies ist fiir den a-Korper der nach Borel meJ3baren Teilmengen von io 
somit immer der Fall, unabhangig von der Wahl der beschrankt additiven Segment-
funktion tp (§ 1). 
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Definition *. Das allgemeine aufJere lP-MafJ von A ~ io sei definiert 
durch: 
,ua,<t>(A) = ,ua,G(A) - ,ui, Igl (A), 
und das allgemeine innere lP-MafJ von A durch: 
,ui,<t>(A) = ,ui,G(A) - ,ua, Igl (A); 
daneben das allgemeine lP-MafJ durch: 
,u<t>(A) = ,uG(A) - ,ulgl (A). 
Korollar*. a) Aus A ~ io folgt ,ui,<t>(A)=lP(io)-,ua,<t>(io-A); b) Not-
wendig und hinreichend zur Existenz des allgemeinen lP-MaBcs ,u<t>(A) 
einer Teilmenge A von io ist die Gleichheit der auBeren und inneren 
lP-MaBe von A. 
Das letzte Korollar von § 4 laBt sich erweitern zu: 
Korollar*. Jede im Lebesgue-Stieltjesschen Sinne lP-meBbare Teil-
menge A von io hat auch ein allgemeines lP-MaB; dabei gilt dann fur 
diese MaBe: 
,u<t>(A) = m<t>(A) 15*). 
§ 5. Hilfssatz. Gibt es in io - (a, b) Punkte ~ mit T[{n]~O, und 
enthalt A C io - (a, b) keine derartigen Punkte, so ist 
(20) ,ua,T(A) = ,ua,T*(A); 
dabei ist T* die fur die Mengen von Ko( § 1) aus T dadurch hervorgehende 
Funktion, daB: 10 fur eine Menge {x} T* [{x}] = 0, und: 20 fUr ein Inter-
vall, welches die Punkte Xl, ... , Xk, ... mit T[{Xk}] # 0 enthalt (die Menge 
der Xk ist ev. leer) T*[i]=T[i]- L T[{Xk}] gesetzt wird, wahrend mit 
(k) 
der Forderung von beschrankter Additivitat die Erweiterung von T* zu 
den Mengen von K erhalten werden solI. 
Beweis. Bildet man gemaB Definition B (§ 1) fur die charakteristische 
Funktion CA die mehrdeutige Riemann-Summe F[CA; {9![io], Eo; T}] in 
bezug auf T, und die korrespondierende Riemann-Summe 
F[CA; {9!*[io], 0; T*}] 
in bezug auf T* (also mit 0 leer), und umgekehrt 16), und beachtet man, 
16) Die Korrespondenz sei folgendermaBen gemeint: a) aus der {2r[io], Eo; T}-
Zerlegung entsteht die korrespondierende {2r* [io], 0; T* }-Zerlegung dadurch daB man 
die Riemann-Klasse 2r[io] so einschrankt, daB einem Punkt x zwischen je zwei 
aufeinander folgenden Trennungspunkten Xj, Xj+l, bei i(x) E 2r[io}, die Umgebung 
i(x)' (xJ, Xj+1) E 2r*[io] zugewiesen wird, wahrend die Umgebungen der (urspriing-
lichen) Trennungspunkte ungeandert bleiben; b) aus einer {2r*[io],O; T*}-Zerlegung 
entsteht eine {2r[io], Eo; T}-Zerlegung, bei Eo eine festgewahlte Menge endlich 
vieler Punkte x mit T[{x}] oF- 0, dadurch daB man die Riemann-Klasse 2r*[io] so 
einschrankt, daB einem Punkt x zwischen je zwei aufeinander folgenden Punkten 
Xj, Xj+l von Eo+{a, b}, bei i(x) E 2r*[io], die Umgebung i(x)·(xj, Xj+1) zugewiesen 
wird, und die Umgebungen der nun als Trennungspunkte aufgefaBten Punkte von 
Eo+{a, b} ungeandert bleiben. 
2 Series A 
18 
daB A keine Punkte ; mit T[ {;n~ 0, also keine Punkte von Eo enthalt, 
so folgt mit der ersten Definition von § 4: 
untere Grenze aIler F[ol[CA; {m[io], Eo; T}] =untere Grenze aIler 
F[ol[CA; {m*[io], 0; T*}] 
oder 
SiO CA dT= Sio CA dT*. 
Mit der zweiten Definition von § 4 folgt dann (20). 
Hilfssatz. Gibt es in io = (a, b) Punkte ; mit T[{;}] # 0, und ist 
H - ! Xn C io eine Menge von derartigen Punkten mit T [ {Xl} ] ~ 
(n) 
~T[{X2}]~ ... , so ist 
(n) 
Beweis. Gibt es fur e>O einen Punkt x Eio (a, b) mit T[{x}]=e, 
so erhalt man zu 1J> 0 in folgender Weise eine Riemann-Klasse mo[io]. 
Sind ;1, ;2, ... , ;n, ... die abzahlbar vielen Punkte von io mit T[{;j}] # 0, 
so sei;j eine Umgebung i(;j) Cio mit T[i(;j)] <T[{;j}] +1J/2j zugewiesen; 
die Umgebungen der ubrigen Punkte von io seien (in io) willkurlich gewahlt, 
wahrend die Umgebungen i(a), i(b) von a bzw. b keinen der (endlich 
vielen) Punkte Xh, ... , Xjk' fur deren jeden T[{Xjp}]~e ist, und die eine 
Menge Eo bilden, enthalten soIlen; beisammen liefern aIle diese Um-
gebungen die Riemann-Klasse mo[io]. Fur die zu der charakteristischen 
Funktion CH, Eo und der Klasse mo[io] gehorige Wertemenge von 
F[CH; {mo[io], Eo; T}] ist dann, nach der ersten Definition von § 4, 
k 00 ! T[{xjp}] ~F[ol[CH; {mo[io], Eo; T}]< ! T[{xn}]+1J' 
Mit (18) und der zweiten Definition von § 4 folgt dadurch 
_ 00 
#a,T(H) = Sio CH dT = ! T[{xn}J. 
Hilfssatz. Gibt es in io = (a, b) Punkte ; mit T[{;}]#O, und ist 
H =H' +H" C io eine Menge mit T[{x'}]#O bei x' E H', T[{x"}]=O bei 
X" E H", so ist 
#a,T(H) = #a,T(H') + #a,T(H"). 
Beweis. Wie (18) laBt sich ableiten: es gibt Folgen Eo<l) ~ ... ~ 
~ Eo(k) ~ ... , mit Eo(k) ~ E (E wie in § 1, Bem. 2), und Riemann-Klassen 
m<l) rio] ::) ... ::) m(k) rio] ::) ... , fur die gilt: 10 fur die von a und b ver-
schiedenen Trennungspunkte x/k ) der k-ten Zerlegung (gemaB Def. A) 
hat die korrespondierende Summe ! T[i(xj(k»)], mit i(X/k») E m(k)[ioJ, 
(i) 
fur k -+ <Xl den Grenzwert ! T[{xn}]; dabei umfassen die Xn aIle Punkte 
(n) 
von E; 20 es ist 
(21) #a,T(H)=fioCHdT= lim F[ol[CH; {m(k)[io],Eo(k);T}]; 
k->oo 
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3° es ist 
(22) fla,T(H") = Iio CW' dT= lim F[o] [cw' ; {2r(k) [io], EO(k); T}]; 
k--+oo 
dabei sind ClI, Cw, CW' die charakteristischen Funktionen von H bzw. 
H' bzw. H". 
Es lassen sich spezielle Werte FSP·[ClI; {2r(k) [io], Eo(k); T}] von 
F[ClI; 2r(k) [io], EO(k) ;T}] wahlen derartig nahe an Fro] [ClI; {2r(k) [io], EO(k) ;T}], 
daB (21) sich ersetzen laBt durch 
fla,T(H) = lim Fsp. [ClI; {2r(k) [io], EO(k) ; T}]. 
k--+oo 
Wegen 1° lassen sich die zu den speziellen Werten FSP·[ClI; {2r(k) [io], 
EO(k); T}] gehorigen {2r(k) [io], EO(k); T}-Zerlegungen auch bei ClI' benutzen, 
und liefern dann spezielle F-Werte mit 
(23) fla,T(H') = lim Fsp. [cw; {2r(k) [io], EO(k); T}]. 
k--+oo 
Nun ist in io immer 
Cw,(X) = ClI(X) - cw(x). 
Dadurch folgt mit (21bis) und (23) fur die gewahlten {2r(k) [io], Eo(k); T}-
Zerlegungen auch die Existenz von 
lim Fsp·[cw'; {2r(k) [io], EO(k); T}], mit Wert fla,T(H)-fla,T(H'). 
k--+oo 
Daraus folgt dann mit (22): 
(24) fla,T(H") ;;;;'fla,T(H) - fla,T(H'). 
Die Rolle von (21) und (22) wechselnd, leitet man in analoger Weise ab: 
(25) fla,T(H) ;;;;'fla,T(H") + fla,T(H'). 
Aus (24) und (25) folgt die Behauptung des Hilfssatzes. 
Hilfssatz. Gibt es keine Punkte ~ Eio = (a, b) mit T[{~}l"" 0, so 
00 
folgt aus A= L An ~ io - (a, b): 
00 
fla,T(A) ~ L fla,T(A n). 
Beweis. Es genugt den Fall von disjunkten Mengen An zu betrachten. 
Die Menge E, wie in § 1, Bern. 2, ist hier leer; es gibt auBer a und b keine 
Trennungspunkte in einer {2r[io], 0; T}-Zerlegung gemaB Def. A (§ 1). 
Bei willkurlich positivem 1] gibt es zu jeder charakteristischen Funktion 
CA" eine Riemann-Klasse 2rn[io] mit 
(26) 1'10 CA" dT = fla,T(A n) ~ Fro] [CA,,; {2rn[io], 0; T}] <fla,T(An) +1]/2n. 
Wir bemerken, daB F[o][CA,,; {2rn[io], 0; T}] sich nicht andert bei willkur-
licher Anderung der Umgebungen in 2rn[io] der Punkte von io-An. 
Nun sei 2r[io] eine Riemann-Klasse, welche fur die Punkte von Al 
dieselben Umgebungen wie in 2r1[io] hat, fur die Punkte von A2 dieselben 
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Umgebungen wie in 2r2[ioJ, allgemein fiir die Punkte von An dieselhen 
Umgebungen wie in 2rn[io]; die Umgebungen in 2r[ioJ fiir die Punkte 
von io-A und fiir a und b seien willkiirlich gewahlt. 
N ach den Definitionen von § 4 ist dann 
,ua,T(A) = Iio CA dT ~ F[o][CA; {2r[io], 0; T}]. 
Unter den Werten von F[CA; {2r[io], 0; T}] gibt es einen speziellen mit 
(27) ,ua,T(A)-1]~F[o][CA; {2r[io], 0; T}]-1]<FSP.[CA; {2r[io], 0; T}]. 
FSP·[CA; {2r[io], 0; T}] ist eine Summe von endlich vielen Gliedern. Dieses 
mit dem Zusammenhang von 2r[io] mit den 2rn[io], und (26) gibt: 
(28) FSP·[CA; {2r[io], 0; T}]<[,ua,T(A1)+1]/2]+ ... + [,ua,T(An) + 
00 
+1]/2n]+ ... = .L ,ua,T(An) +1]. 
Aus (27) und (28) folgt, mit 1] --+ 0, die gesuchte Relation. 
00 
Theorem 7. AusA= .L An~io (a,b)folgtallgemeinfiirjedesT: 
n=l 
00 
,ua,T(A) ~ .L ,ua,T(An). 
n=l 
Beweis. Wegen des letzten Hilfssatzes braucht nur der Fall betrachtet 
zu werden, in welchem es einen Punkt ~ E io mit T[{~}J # 0 gibt. 
1st dann An' die Teilmenge von An, fiir deren Punkte T # 0 ist, und 
An"=An-An', so folgt mit dem dritten Hilfssatz (dieses Par.): 
00 00 
,ua,T(A)=,ua,T[ .L An']+,ua,d .L An"]. 
Nach dem ersten und vierten Hilfssatz ist 
00 00 
,ua,d .L An"]~ .L ,ua,T[An"J, 
n=l n=l 
und nach dem zweiten Hilfssatz 
00 00 
,ua,T[ .L An'J= .L ,ua,dAn']. 
n=l n=l 
Also: 
00 00 00 
,ua,dA]~ .L ,ua,dAn']+.L ,ua,dAn"] = (dritter Hilfssatz).L ,ua,T[An]. 
00 
Theorem 7*. Aus A= .L An ~ (a, b) folgt allgemein fiir jedes if>: 
n=l 
00 
,ua,<t>(A) ~ .L ,ua,<t>(An). 
§ 6. Hilfssatz. Fiir jeden Punkt x Eio sei T[{x}] =0. Dann gilt 
fiir die charakteristische Funktion CA einer Teilmenge A von io: 
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1° die oberen Grenzen F[o][CA; {m[i], 0; T}] von F bilden eine nach 
oben semi-additive 17) Intervallfunktion flir die Teilintervalle von io; 
dabei ist 0 leer, und geht die Riemann-Klasse m[i] flir i - (p, q) C io 
aus einer fest gewahlten Riemann-Klasse m[io] flir io (§ 1) dadurch hervor, 
daB jedem x EO i in m[i] die Umgebung i(x)· (p, q), mit i(x) EO m[io], zuge-
wiesen wird, wahrend die Umgebungen von p und q in m[i] ein leeres 
Produkt haben sollen, librigens willklirlich zu wahlen sind; 
2° bei m[io] (und m[iJ) wie unter 1°, und einer Umgebung (t1, t2) eines 
Punktes x EO io, mit (t1, t2) C io und C i(x) EO m[io] ist CA(X) ·T[(tl, t2)] ~ 
~F[o][CA; {m[(h, t2)], 0; T}], wobei das Gleichheitszeichen immer auftritt 
bei x EO A; 
3° ,ua,T[A .i] = ~ CA dT (§ 4) ist in io eine beschrankt additive Inter-
vallfunktion. 
Die Behauptungen folgen aus der Annahme liber T und den zuge-
horigen Definitionen von F[o] und ,ua,T. 
Theorem 8. Aus Al C A2 C ... CAn C ... mit lim An=A ~ io folgt 
lim ,ua,T(An)=,ua,T(A) . 
.0-700 
Beweis. Der Fall, in welchem es einen Punkt x EO io mit T[{x}]#O 
gibt, laBt sich mit dem zweiten und dritten Hilfssatz von § 5 unmittelbar 
auf den Fall, daB es keine solchen Punkte gibt, zurlickflihren. 
Wir konnen uns somit auf den letzten Fall beschranken. 
Zu jeder Menge An und 1] > 0 gibt es dann eine Riemann-Klasse mn[io] 
mit 
O~F[O][CAn; {mn[io], 0; T}]-,ua,T(An) <1]/2n. 
Wie oben unter 1° die Intervallfunktion F[o][CA; {m[i], 0; T}], laBt sich 
hier eine Intervallfunktion F[o][CAn; {mn[i], 0; T}] bilden. Nach obigem 
Hilfssatz ist dann IPn(i) - F[o][CAn; {mn[i], 0; T}]-,ua,T[An·i] eine nach 
oben semi-additive, nicht-negative Intervallfunktion. Zu jedem Punkt 
x EO An gibt es in mn[io] eine zugehorige Umgebung in(x). Nach dem 
Hilfssatz, 2° ist dann flir jede Umgebung (h, t2) (von x) C in (x) . io: 
(29) cAn(x).T[(tl' t2)] = F[o] [CAn; {mn[(t1, t2)], 0; T}]=,ua,T[An·(h, t2)] + 
00 
+IPn[(h,t2)]~ lim ,ua,dA j"(t1, t2)]+ ! IPj[(tl,t2)]. 
j-700 j=l 
Nun machen wir folgende Riemann-Klasse m[io] aus den mn[io]: 
1° fiir xEOA1 sei i(x) =h(x) EOml[io]; 
2° flir x EO A2 - Al sei i(x) - i2(X) EO m2[io]; 
allgemein: 
ko flir x EO A k-Ak- 1 sei i(x) - ik(X) EO mk[io], 
wahrend die Wahl von i(x) (~io) flir x EO io-A willkUrlich sei. 
17) D.h. aus i1 '= (a', b' ), i2 '= (b ' , e/), ia '= (a', e/) folgt, daJ3 der Wert von F[o) 
fUr ia ~ die Summe der Werte von F[o) fUr i1 und i2 ist. 
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Aus den Definitionen von ,ua,T(A) und F[ol[CA; {2t[io], 0; T}] folgt: 
,ua,T(A)~F[Ol[CA; {2t[io], 0; T}], 
auBerdem daB es eine endliche Summe mit Gliedern der Gestalt CAn(X) . 
. T[(tl, t2)] wie in (29) gibt, welche weniger als 'YJ von F[o][CA;{2t[io],0;T}] 
abweicht. Mit (29), der beschrankten Additivitat von lim ,ua,T(Ari) 
;---*00 
und der (beschrankten) Semi-Additivitat nach oben der Intervallfunktion 
00 2 cpj folgt dadurch weiter: 
i~l 
00 
,ua,T(A)~F[Ol[CA; {2t[io], 0; T}]<'YJ+ lim ,ua,T[Ario]+ 2 cpj[io]<'YJ+ 
i-oo i~l 
+ lim ,ua,T(Aj)+'YJ. 
;.....,.00 
'YJ --'>- 0 liefert: 
,ua,T(A) ~ lim ,ua,T(Aj ). 
;-:,.00 
Die umgekehrte Ungleichheit ist evident. 




§ 7. Theorem 9. Aus f endlich in io und ,ua,T[A(r""O)]=O ftir die 
zugehi::irige Teilmenge von io folgt f tir j ede zu K( § 1) gehi::irende Teil-
menge H von io die Existenz von JH f dT, mit Wert Null. 
Beweis. Ftir jede aus einem einzelnen Punkt aufgebaute Menge {x} 
mit f(x) =1= 0 ist 
0=(§4, Satz) f(x).T[{x}]=(§ 1, Def. E) J{rt}fdT. 
Auch bei f(x) = 0 ist J{rt} f dT = o. 
~I, ~2, ... , ~k, ... seien die Punkte von io mit T [gk}] =1= 0; es ist so mit 
immer f(~k) = O. Ftir die Elemente von K (§ 1) sei ein beschrankt additives 
T* definiert durch: T*[{x}]=O, T*[i]=T[i]- 2 i T[gk}], mit x E io, i ~ io 
(k) 
und die Summation erstreckt tiber aIle ~k E i. Dann folgt aus 
,ua,T[A(f=l= 0)] = 0 
auch ,ua,T*[A(f=l=O)]=O (§ 5, erster Hilfssatz). Ftir die Mengen von K 
sei U _ T-T*. 
Wir zerlegen die Funktion f in bekannter Weise: f=f+-f-, mit 
f+(x) = f(x) bei f(x) ~ 0, und = 0 bei f(x) < O. Dann gentigt es weiter folgende 
Hilfssatze zu beweisen: 
Hilfssatz 1. Aus ,ua,T*[A(f=l=O)]=O folgt Jiof+dT*=O, und 
Jio f- dT* =0. 
Hilfssatz 2. Aus f=O in den Punkten ~k von io mit T[{~k}]=I=O folgt 
Jio f+ dU = Jio f- dU = O. 
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Denn aus ihnen folgt: 
0= {JiO t+ dT* + SiO t+ dU} - {Jio t- dT* + Sio t- dU} = 18) 
= Sio t+ dT- Sio t- dT= Sio f dT. 
Beweis von Hilfssatz I. Wir definieren 
/1+(x)=f+(x) aufder Teilmenge Al vonio,inderen Punkten O<f+;;'I, 
allgemein: 
fn+(x) = f+(x) auf der Teilmenge An von io, in deren Punkten n-I <f+;;,n. 
In den Punkten x von io-An sei allgemein fn+(x)=O. Die Mengen An 
00 
sind dann disjunkt, mit A(f+#O)= ! An,und,ua,T(An)=,ua,T*(An)=O. 
Bei willkurlich positivem 'Y} gibt es zu jeder charakteristischen Funktion 
CAn eine Riemann-Klasse 2tn [io] mit 
(30) 0;;, SiO fn+ dT*;;' SiO n· CAn dT* =n· ,ua,T*(An) = 
=O;;,F[o][n·CAn; {2tn [io], 0; T*}]<0+'Y}/2n. 
Wir bemerken, daB F[o][n·CAn; {2tn [io], 0; T*}] sich nicht iindert bei will-
kurlicher Anderung der Umgebungen in 2tn [io] der Punkte von io-An. 
Nun sei 2t[io] eine Riemann-Klasse, welche fur die Punkte von Al 
dieselben Umgebungen wie in 2tl[io] hat, fur die Punkte von A2 dieselben 
Umgebungen wie in 2t2[io], allgemein fur die Punkte von An dieselben 
Umgebungen wie in 2tn [io]; die Umgebungen in 2t[io] fur die Punkte von 
io - A(f+ # 0) und fur a und b seien willkurlich gewiihlt. 
GemiiB der ersten Definition von § 4 liiBt sich F[o][h; {2t[io], 0; T*}] 
bilden fur die auf io definierte Funktion h, gleich n in den Punkten von An 
(n=l, 2, ... ) und gleich 0 in den Punkten von io-A(f+#O) (somit ~ f+ 
in allen Punkten von io). Unter den Werten von F[h; {2t[io], 0; T*}] gibt 
es einen speziellen Wert Fsp. [h; {2t[io],0 ;T*}], welcher F[o][h; {2t[io],0 ;T*}] 
beliebig genau anniihert. Nun ist Fsp. eine Summe von endlich vielen 
Gliedern. Dies mit dem Zusammenhang von 2t[io] und den 2tn [io], und 
(30) liefern: 
0;;, FSp-[h; {2t[io], 0; T*}] <'Y}/2 +'Y}/22 + ... +'Y}/2n+ ... ='Y}, 
wodurch: 
0;;, SiO f+ dT*;;, SiO h dT* = 0, also Sio f+ dT* = o. 
In analoger Weise folgt: 
SiO f- dT* = O. 
Beweis von Hilfssatz 2. fn+ und An seien wie im vorigen Beweis. 
Bei positivem 'Y} konstruieren wir eine Riemann-Klasse 2t[io]: 10 jedes gk 
wird eine willkurliche Umgebung i(gk) zugewiesen; 20 zu An(n= 1,2, ... ) 
18) Dies folgt durch Anwendung des aus Def. C folgenden Satzes: Sind A und 
B beschrankt additiv und nicht-negativ fur die zu io gehorenden Mengen des Korpers 
K, und existieren, fUr f ~ 0 und endlich in io, fio f dA und fio f dB, so existiert auch 
das allgemeine R-Integral fio /d(A+B), und ist gleich fio /dA+ fio/dB. 
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gibt es eine Uberdeckung durch endlich viele disjunkte (offene) Intervalle 
kn 
in,jCio(j=l, ... ,kn) mit I U[in,j]<1!n''Yj!2n; fur xEAn sei dann 
i~l 
i(x) dasjenige Intervall in,j, welches x enthalt; 30 den Punkten x E i o-
- A (f+ # 0) - I {.; k} und a und b seien willkurliche U mge bungen zuge-
(k) 
wiesen. 
Fur eine natiirliche Zahl v sei Eo {.;1, ~2' ... , ~v}. Dann ist fur die 
{W[io], Eo; U}-Zerlegungen von io: 
00 
O;;;;'F[/+; {2.![io], Eo; U}]< I n·l!n·'Yj!2n='Yj. 
n~l 
Somit existiert Sio 1+ dU, und hat den Wert Null. 
Analog wird Sio 1- dU = 0 erhalten. 
Definition Cbis. 1st I endlichwertig auf io-A, mit ,ua,T(A)=O, so 
betrachten wir Sio I dT als existierend, falls die Funktion 10= I auf io-A, 
und mit willkurlichen endlichen Werten auf A, ein T-Integral hat. Ein 
gleiches Verfahren laBt sich auf jede Menge von K (§ 1) anwenden. 
Aus Theorem 9 folgt dann, daB der Integralwert immer unabhangig 
von der Wahl der endlichen Werte von 10 auf A ist. Auch liefert Theorem 9 
die 
Folgerung: Sind lund g einander gleich bis auf eine Menge B, mit 
,ua,T(B) = 0, und existiert, gemaB letzter Definition, entweder Sio I dT oder 
Sio g dT, so existieren beide, und haben denselben Wert. io laBt sich hier 
durch jede Menge von K ersetzen. 
Dies bleibt wahr, bei ,ua,T(B) = 0, falls allgemeine W-Integrale betrachtet 
werden gemaB 
Definition Dbis. Hat I uber HE K allgemeine G- und Igl-Integrale 
gemaB Def. CbiS, so sei 
SH I dw = SH I dG- SH I dlgl· 
Auch haben wir nun als Verallgemeinerung von Theorem 9 das 
Theorem 9bis. Aus I endlich oder unendlich und ,ua,T[A(f#O)]=O 
fur die zugehOrige Teilmenge von io folgt fur jede zu K (§ 1) gehOrige 
Teilmenge H von io: 
0= SH I dT= SH dG= SH I dig I = SH I dw. 
Denn aus,ua,dA(f # 0)] = 0 folgt ebenfalls,ua,G[A(f# 0)] = ,ua,lgl [A(f# 0)] = o. 
§ 8. Theorem 10 (im Sinne von B. LEVI). 1st fur die nicht-
negativen, uber io allgemein T-integrierbaren Funktionen I(n) einer nicht-
abnehmenden Folge g eine endlichwertige Majorante, welche ebenfalls ein 
allgemeines R. Integral in bezug auf Tuber io hat, so gilt dasselbe fur 
die (endlichwertige) Grenzfunktion I(x) = lim I(n)(x), wobei dann: 
SiO I dT = lim Sio I(n) dT. 
,.....,.00 
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Beweis. ~1, ~2, ... , ~k,". seien die Punkte von io mit T[{~kn~ o. 
1st T* beschrankt additiv ftir die Mengen des Karpel's K, mit T*[{x}] = 
= 0, T* [i] =T[i] - Ii [{~k}], mit x E io, i ~ io und die Summation erstreckt 
(k) 
tiber aIle ~k E i, und ist ftir jedes n lo(n) = 0 in den Punkten ~k, = I(n) in 
den tibrigen Punkten von i o, so existieren, nach Hilfssatz 2 (§ 7) (und 
FuBn. 18), die allgemeinen Riemann-1ntegrale Sio lo(n) dT und lio lo(n) dT* 
immer gleichzeitig, und haben sodann denselben Wert. Mit Theorem 2 
(§ 2) folgt somit aus den Bedungungen von Theorem 10 die Existenz von 
Sio lo(n) dT*, mit 
(31) Sio/(n)dT=Sio/o(n)dT*+ I l(n)(~k)·T[{~k}]. 
(k) 
Die Summe konvergiert mit zunehmendem n gegen I 1(~k)·T[{~k}] 
(k) (:;;; I g(~k)·T[{~k}]). LaBt sich nun beweisen, daB fiir die Funktion 10, 
(k) 
gleich Null in den Punkten ~k und gleich I in den Punkten von i - {~1' 
~2, ... }, Sio 10 dT* existiert, mit 
(32) Sio 10 dT* = lim Sio lo(n) dT*, 
n~oo 
so folgt aus (31), (32), Hilfssatz 2 (§ 7) und Theorem 2: 
lim Sio j<n) dT = Sio 10 dT* + I I (~k) .T[{~k}] = Sio 10 dT + I = Sto I dT. 
n~OO (k) (k) 
Es gentigt also noch (32) zu beweisen. 
Aus del' Existenz del' 1ntegrale Sio lo(n) dT* folgt (nach § 4) zu positivem 
'YJ die Existenz von Riemann-Klassen 1l(1) [io] ~ 1l(2) [io] ~ ... ~ Il(n) [io] ~ ... 
zu 10(1) bzw. 10(2) ... bzw. lo(n) ... und T* mit 
(33) F[o] [jo(n) ; {Il(n) rio], 0; T*}] - F[u] [jo(n); {Il(n) rio], 0; T*}] <'YJ/2n 19). 
Die zugehOrigen 1ntervallfunktionen F[o] [jo(n); {Il(n) [i], 0; T*}] - F[u] [fo(n); 
{Il(n) [i], 0; T*}], mit i ~ io, sind ~ 0 und nach oben semi-additiv (vergl. 
den Hilfssatz von § 6); dabei gehen die Il(n)[i] aus den Il(n)[io] in der-
selben Weise hervor wie die Il([i] aus Il([io] in § 6, Hilfssatz, 1°. Bei 
i(x) E Il(n)[i] und (tr, t2) ~ i(x), x E (tl, t2) ist 
(34) S (tl. t2)/O(n) dT* - lo(n)(x) ·T* [(tr, t2)]:;;; F[o] [fo(n) ; {Il(n) [(tl' t2,)], 0; T*}]-
-F[u][fo(n); {Il(n) [(tl, t2)], 0; T*}]. 
Aus SiO lo(n) dT*:;;; Sio lo(n+l) dT*:;;; Sto g dT* 
folgt die Existenz einer nattirlichen Zahl v mit 
(35) 0:;;; lim Sio lo(n) dT* - Sio lo(n) dT* <'Yj, ftir n~v. 
Jede Differenz lim Si lo(n) dT* - Si lo(n) dT* ist auf io eine nicht-negative 
additive 1ntervallfunktion. 
19) 0 ist wieder die leere Menge. 
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Zu jedem x E io gibt es ein n(x) ~v mit 
(36) lo(x) - lo(n)(x) <'Y}, ftir n~n(x). 
Nun machen wir eine Riemann-Klasse 2l:[io] dadurch daB jedem x E io 
die gleiche Umgebung i(x) wie in der Klasse 2!(n(x» rio] zugewiesen wird 
(Umgebungen von a und b willktirlich). Dann ist nach (36) und (34) ftir 
jedes (tl, t2) mit x E (tt, t2) ~ i(x) [E iii[io]]: 
(37) lo(x), T* [(tt, t2)] < {/o(n(x»(x) + 'Y}}' T* [(tt, t2)];;;; 20) 'Y}' T* [(tl, t2)] + 
+ I (t1.t2) lo(n(x» dT* + [F[o] [fo(n(x»; {2!(n(x» [(tl, t2)], 0; T*}]-
-F[u][fo(n(x»; {2!(n(x» [(tt, t2), 0; T*}]];;;;'Y}.T*[(tI, t2)]+ 
00 
+ lim I (t1.t2>iO(n) dT* + L [F[o] [fo(n); {2!(n) [(tl, t2)], 0; T*}] - F[u][ ... ]], 
n~oo n=l 
bzw. 
(38) 10(x)·T*[(t1, t2)]~/o(n(x»(x).T*[(tl' t2)]~I(t1.t2) lo(n(x» dT*-
- [F[o][fo(n(x»; {2!(n(x» [(tl, t2)], 0; T*}]-F[u][ ... JJ~ 
~ lim I (tlo t2) lo(n) dT* - {lim I (t1. t2) lo(n) dT* - I (t1. t2) 10(V) dT*} -
00 
- L [F[o][fo(n); {2!(n) [(tl, t2)], 0; T*}]-F[u][ ... ]]. 
n=l 
Wegen (35) und (33) ist 
00 
[lim Iio/o(n) dT*- IioM»dT*]+'Y}.T*[io]+ L [F[o][fo(n); {2!(n)[io], 
n-->-oo 
0; T*}]-F[u][ ... ]]<'Y}· [2+T*[io]]. 
Dadurch folgt, mit den Definitionen von § 1, aus (37) und (38) und der 
Semi-Additivitat nach oben der unmittelbar unterhalb (33) genannten 
Intervall-funktionen, unter Anwendung der Riemann-Klasse W[io], die 
Existenz von Iio 10 dT* und die Gleichheit (32). 
Korollar. In jedem Intervall io ist das allgemeine T-MaB der allge-
00 
mein T-meBbaren Teilmengen (§ 4) total-additiv. D.h. aus A = L An~io, 
Ai·Aj=O (i=l=j), jedes An allgemein T-meBbar folgt, daB auch A allge-
00 
mein T-meBbar ist, mit ,uT(A) = L ,uT(An). 
n=l 
Beweis. Man wende an: § 2, Theorem 1; § 4, zweite Def.; das obige 
Theorem 10. Auch Theorem 8 gibt einen Beweis. 
Eine leichte Verallgemeinerung von Theorem 10 ist das 
Theorem 1 Obis (im Sinne von B. LEVI). 1st ftir die nicht-negativen, 
tiber io allgemein T-integrierbaren Funktionen In einer nicht-abnehmenden 
20) Sowohl jo(n(z»(X)·T*[(tl, t2)] wie f(t,.t 2)jo(n(z»dT* liegen auf dem Segment 
mit Endpunkten Fro] [fo(n(z» ; {~(n(z»[(tl. t2)], 0; T*}] und F[u][ ... ]. 
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Folge lim fio In dT endlich, so ist auch I(x) = lim In(x) endlich, und 
n~OO n-HX) 
zwar in den Punkten von io-A, wobei ,ua.T(A)=O; auBerdem existiert 
fto f dT, und ist gleich lim fio In dT. 
1£-+00 
Beweis. Wir setzen hier die Definition von § 7 voraus. Mit der 
Folgerung von § 7 und Theorem 8 folgt, daB die Integralwerte der In 
sich nicht andern, falls man in den Punkten, in welch en von einem 
bestimmten Indexwerte an die In= +00 sind, allen Funktionen In den 
Wert Null zuerteilt. 
Die Menge A, in deren Punkten 1= + 00 ist, hat ein allgemeines T-MaB 
Null. Denn sonst ware fur jede naturliche Zahl N, nach Theorem 8, 
o <,ua.TCA{/ = (0)] ~,ua.TCA{/>N)] = lim ,ua.TCA{/n > N)], 
wahrend doch auch 
(endlich=) lim fio In dT~ lim N ·,ua.T[A{/n>N)] 
n-+oo 
sein muBte. 
Auch in den Punkten von A wird jeder In der Wert Null gegeben, ohne 
daB dadurch die Integralwerte sich andern. 
Von hier an k6nnen wir den Beweis von Theorem 10 folgen; die not-
wendigen Anderungen liegen auf der Hand, und liefern die weiteren 
Behauptungen von Theorem 10b1s• 
§ 8bis• Theorem 11. Aus 11 ~ 0 in io(j = 1, 2) und der Existenz der 
allgemeinen Riemann-Integrale in bezug auf T dieser Funktionen folgt 
diese Integrierbarkeit auch fur g - sup (/1, /2). 
Beweis. Man darf die 11 endlichwertig voraussetzen. Xl, X2, ... , Xk, ... 
seien die Punkte von io mit T[{Xk}]otbO. Nach § 4 gibt es bei 1]>0 zu 
It und 12 eine gemeinsame Riemann-Klasse 2![io], eine endliche Teilmenge 
Eo von Punkten Xk, und (mehrwertige) Riemann -Summen F [f j ; 2! [io], Eo ; T} ] 
mit 
(39) F[o][fj; {2![io], Eo; T}]-F[u][ft; {2![io], Eo; T}]<1] (j=l, 2). 
Aus i(x) E 2![io] und x E (tl, t2) ~ i(x) und ~ i o, dabei (tl, t2)' Eo = {x} 
oder leer, und 2![(tI, t2)] gemaB dem Verfahren in § 6, Hilfssatz, 1° aus 
2![io] hervorgehend, folgt 
Ifj(x)·T[(ft, t2)]- f(tl.t2)/jdTI~F[o][!J; {2![(ft, t2)], Eo·(tl, t2); T}]-
- F[u] [fj; 2![(it, t2)], Eo' (it, t2); T}], 
wodurch 
2 
g(x).T[(ft, t2)]~SUP (f(tl.t2) It dT, f(tl.t2) 12 dT)+ L (F[<1]-
i-I 
- F[u])[I1; {2![(tl, t2)], Eo' (tl, t2); T}] 
und 
2 
g(x) ·T[(ft, t2)] ~sup (f(tl. t2) It dT, f(tl. t2) 12 dT - L (F[o]-
i-I 
-F[u])[fj; {2![(ft, t2)], Eo·(ft, t2); Tn, 
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also, bei h[(h, t2)] - sup (f (tl. t2) II dT, S (tl. t2) t2 dT), 
2 
(40) Ig(x)·T[(tl,t2)]-h[(h,t2)]I~ I (F[o]-F[u])[tj; 
i-I 
Fur die bei einer {9!'[io], Eo'; T}-Zedegung (§ 1, Def. A) zugelassenen 
Intervalle (tz', t[+I) sind T[{tz'}] und T[{t[+I}] gleich Null. Die zugehOrigen 
Sum men I h[(tz',t[+1)] sind immer kleiner als oder gleich Sio II dT + Siot2dT, 
(l) 
wie aus tj;;;' O(j = 1, 2) und der Additivitat ihrer Integrale hervorgeht; 
I[h; {9!'[io], Eo'; T}] sei die obere Grenze dieser Summen. LaBt man die 
endliche Menge Eo' von Xk-Punkten (Trennungspunkten) wachsen und 
wird gleichzeitig 9!'[io] verfeinert, so ist dabei I[h; 9!'[io], Eo'; T}] nicht-
zunehmend. I sei ihre untere Grenze. Nun gibt es bei dem gewahIten 
'fj, T und heine endliche Menge Eo von Xk-Punkten und eine Riemann-
Klasse 2![io], fur die die {~[io], Eo; T}-Zedegungen von io (§ 1, Def. A), 




O~obere Grenze aller I h[(tl' tl+l)]-l <'fj 
(I) 
Bei Eo = Eo + Eo und 2t[io] ~ 9![io] und ~ 9![io] folgt aus (39) bis (41): 
IF[g; {~[io], Eo; T}]-l <3'fj. 
Also existiert das T-Integral von g, und hat den Wert I. 
Korollar. Sind die Teilmengen El und E2 von io allgemein T-meBbar, 
so gilt dasselbe von El +E2• - Mit dem Korollar des vorigen Par. und 
Theorem 1 folgt dadurch, daf3 die allgemein T-mef3aren Teilmengen von 
io einen IJ-Korper Sf(io; T] bilden, aut welchem das T-Maf3 nicht-negativ, 
endlich und total-additiv, und uberdies vollstandig ist. Fur die Mengen von 
Sf( io; T) ist das f/J-M af3 im allgemeinen von zweierlei Zeichen, daneben 
total-additiv und endlich. 
Verhaltnis zu der abstrakten Caratheodoryschen MaB-
theorie. In einer Arbeit: Maf3- und Integrationstheorie in Strukturen, 
Acta math. 73 (1941), S. 131-173, insbes. S. 165, entwickelten wir, u.a., 
fur regulare auBere und regulare innere MaBfunktionen Axiomensysteme, 
welche zum selben IJ-Ki::irper von meBbaren Mengen mit gleicher MaBzahl 
fuhren. Vergleich mit den Eigenschaften der hier eingefuhrten allgemeinen 
auBeren und inneren T-MaBe fur K (in R l ) zeigt, daB die letzteren allen 
in der zit. Arbeit, S. 165 angenommenen Axiomen und Definitionen 
genugen bis auf zwei Ausnahmen: 10 es ist unbekannt ob /la.T Axiom V: 
"Fur jede Menge A ~ B, mit B E K, ist das auBere MaB gleich der unteren 
Grenze der MaBe der /la.T-meBbaren Mengen A' ~ B mit A ~ A"', und 
ob /li,T das korrespondierende Axiom V' erfullt; 20 es ist unbekannt 
ob die hier in § 4, Korollar b) enthaltene, weniger fordernde (schon bei 
LEBESGUE, Leyons sur l'integration, 1904 angewandte) MeBbarkeitsdefinition 
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durch die tibliche CARATREODORYSche Definition ersetzt werden kann. 
Daneben gibt es die Frage nach der Existenz, bei T(i) Iii, von T-me13-
baren Mengen, die nicht im LEBESGUESchen Sinne me13bar sind (vergl. § 4, 
letztes Korollar). 
§ 9. Theorem 12. Aus g, In(n= 1,2, ... ) allgemein T-integrierbar 
tiber io, und g;;;;'ln in den Punkten von io folgt (untere Grenze oder) inf In 
allgemein T-integrierbar, mit 
Iio inf In(x) dT;;;;.inf Iio In dT. 
Beweis. Man darf die In und g endlichwertig voraussetzen. Mit 
v 
Theorem 11 folgt aus - In+g+ L [in-g] ~ 0 und der T-Integrierbarkeit 
n~l 
der In und g dasselbe ftir inf In(x) (v eine nattirliche Zahl). Also ist 
l';;n';;. 
h(x)- inf In(x)~O und ;;;;.h(x)-g(x), und nicht-abnehmend bei 
l;:3n;:3v 
zunehmendem v, au13erdem allgemein T-integrierbar, woraus nach Theorem 
10 folgt: 
Iio lim inf In(x) dT = lim Iio inf In(x) dT;;;;. Iio In(x) dT 
11--+00 1 ~n~v "--+00 1 ~n~v 
(ii eine nattirliche Zahl), 
also auch 
Iio inf In (X) dT;;;;.inf Iio fn{x) dT. 
Theorem 13 (im Sinne von FATOU und LEBESGUE). a) Aus 
g, In(n= 1,2, ... ) allgemein T-integrierbar tiber io, lim inf Iio In dT end-
n--+oo 
lich, und g;;;;. In in den Punkten von io folgt lim inf In allgemein T -integrier-
n--+oo 
bar, mit 
(42) Iio lim inf In(x) dT;;;;. lim inf Iio In dT. 
b) Bei go, In{n= 1, 2, ... ) allgemein T-integrierbar tiber io, und Ilnl ;;;;'go 
in den Punkten von io folgt lim inf In und lim sup In allgemein T-inte-
grierbar, mit 
Iio lim inf In{x) dT;;;;.lim inf Iio In{x) dT;;;;.lim sup Iio In{x) dT;;;;. 
;;;;. Iio lim sup In{x) dT. 
Existiert au13erdem lim In{x) in den Punkten von io, so ist 
Iio lim In{x) dT=lim Iio In{x) dT. 
Beweis. Es gentigt (42) zu beweisen. 
Anwendung des Theorems 12 liefert: 
Iio inf In{x) dT;;;;. inf Iio In{x) dT. 
n~" n~" 
inf In{x) ist nicht-abnehmend bei v -+ =, wodurch der Grenzwert 
.. ;;;;. 
30 
lim fio inf fn(x) dT existiert, und ~ lim inf fio fn(x) dT= lim inf 
v~oo n~v V-700 n~v n ...... oo 
fio fn(x) dT, daneben ;;:;; fio g dT, so mit endlich ist. 
Anwendung von Theorem 10bis auf die Folge der inf fn(x)-g(x) 
liefert die Existenz eines endlichen Grenzwertes f(x) = lim inf fn(x) = 
V-700 n~" 
= liminffn(x) in den Punkten von io-A, wobei ,ua.T(A)=O, mit 
n-H)O 
fiofdT= lim fio inf fn(x)dT~ liminf fio fn(x) dT. 
11---+00 n~v n--+-oc 
(To be continued) 
